CHAPITRE

Variations

des fonctions
associees

ACTIVITES

| Activité

1 d) On obtient deux paraboles qui sont superposables
(pour k= 0).

(page 49)

PROBLEME OUVERT

flx)=- 1 = g(x). Alors h(x) = iz
X X

n a)%+1>0©x>—3 s x€EIl=[-3; +.

X . . .
b)u:x— ? + 1 est une fonction affine strictement crois-

sante sur I. Les fonctions u et \u ont le méme sens de varia-
tion : fest donc strictement croissante sur 1.

B30 r<3exEl=]»:3]

b) u : x — —x + 3 est une fonction affine strictement
décroissante sur I. Les fonctions u et u ont le méme sens
de variation : f'est donc strictement décroissante sur I.

B a) Pour tout x, 2x*> + 1 = 0, donc fest définie sur R et
donc en particulier sur I = [0; + oo[.

b) 1 : x — 2x* + 1 est une fonction strictement croissante
sur I. Les fonctions u et \u ont le méme sens de variation :
fest donc strictement croissante sur L.

n a) Pour tout x, lxl = 0, donc fest définie sur R et donc
en particulier sur I = ]-o0; 0].

20

f) et g) Le nombre b reste constant, égal a k si k est positif
et a —k sinon.

2. b) Elles ne sont pas, en général, superposables.
c)Pourk=0:h(x)=0 < fix)=0.

d) k=-1.

fet g sont strictement croissantes sur [ = ]0; +oo[, et & est
strictement décroissante sur I.

Appl ication (page 54)

b) Pour tout x € ]—o0; 0], Ixl = —x.

u : x — —x est strictement décroissante sur I.

Les fonctions u et u ont méme sens de variation : fest donc
strictement décroissante sur I.

[ 5 e opels 1<
X X
s xEl=]-w;-1].
b) Sur1, les fonctions x — letx — 1 + 1 sont strictement
x X

décroissantes : f est donc strictement décroissante sur I.

[ PERTE=

croissante sur [ = [-3; + o[, fest donc strictement croissante
sur I.

est une fonction affine strictement

X -3 -1 5 + 0

/

f(x) 0 /1/4




[x+3

Sixe|[-1;5], alorsV >

e[l;2].

a) Pour tout x de I = [3; + o[, I’expression 3 — x est
non nulle. Donc fest bien définie sur I.
b) u : x— —x + 3 est une fonction affine strictement décrois-

. 1 . .
sante sur I. Les fonctions u et — varient en sens contraires ;
u

fest donc strictement croissante sur 1.

n a) Tout nombre de I = ]—o; O[ est non nul, fest bien
définie sur 1.
b) u : x — x? est une fonction strictement décroissante sur I.

. 1 . .
Les fonctions u et — varient en sens contraires :
u

fest donc strictement croissante sur 1.

g a) Tout nombre de I = ]-0; O[ est non nul, fest donc
bien définie sur I.
b) u : x — Ix| est une fonction strictement décroissante sur I.

1 . .
u et — varient en sens contraires :

u
fest donc strictement croissante sur .

m a) Pour tout x de [ = ]-1; +oo[, I’expression x + 1 est
non nulle, donc fest bien définie sur L.

x+1 . . .
b)u:x— estune fonction affine strictement croissante

sur I. Les fonctions u et — varient en sens contraires :

u
fest donc strictement décroissante sur I.

m a) Pour toutxde I = ]%, + 00[, I’expression 2x — 5 est

strictement positive, f est bien définie sur L.
b) La fonction (affine) x — 2x — 5 est strictement croissante
sur I. Il en est donc de méme pour u : x — y2x — 5.

1 . .
u et — varient en sens contraires :

u
fest donc strictement décroissante sur I.

m Pour tout x > 3, I’expression x — 3 est strictement
positive, f est bien définie.

La fonction (affine) x — x — 3 est strictement croissante
sur L. 11 en est de méme pour la fonction u : x — \x — 3.

1 . .
u et — varient en sens contraires :
u . .
fest donc strictement décroissante sur ]3; +oo].

X 3 4 19 + o0

fo | ey
4\>

m a) fest définie pour tout réel x non nul donc sur D.

. 1 1 .
b) Les fonctions x — —, x — — X — et x — —— — 5 varient
X X 3x

dans le méme sens : elles sont strictement décroissantes sur
chacun des intervalles qui composent D.

x —© 0 +

Jx) \ \

m a) f est définie pour tout réel x non nul donc sur D.
b) Sur ]-; 0, la fonction x —> Ix| est strictement décrois-

. 1 . .
sante donc la fonction u : x — ﬁ est strictement croissante.

Il en est de méme pour la fonct)icon 2u:
fest strictement croissante sur ]—o; O[.
Un raisonnement analogue nous amene a :
fest strictement décroissante sur ]0; + .

X —0o0 0 +

fx) / \

m a) fest définie pour tout réel x = 1 donc sur D.
b) u : x — x — 1 est une fonction affine strictement crois-

. 1 .
sante sur |1; +o[. Les fonctions u et — varient en sens
u

. L1 1 . .
contraires, mais — et — + 4 varient dans le méme sens :
u u

fest donc strictement décroissante sur |1 ; +oo[.
Un raisonnement analogue nous amene a :
fest strictement décroissante sur ]—oo; 1[.

X -0 1 + 00

o | T~ | T

m a) fest définie pour tout réel x positif et différent de 1
donc sur D.
b) Sur [0; I[, x = Jx et u : x = \x — 1 sont strictement

. 1 . .
croissantes. u et — varient en sens contraires :
u
fest donc strictement décroissante sur [0; 1[.
Un raisonnement analogue nous amene a :
fest strictement décroissante sur |1 ; +oo[.

X 0 1 +

7] e
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m Modéliser une situation
e Les outils :
— Tableau de variation d’une fonction.

— Variations de la fonction carré.

— Variations de u.

® Les objectifs :

— Modéliser une situation.

— Etudier les variations d’une distance.
1.

X [ —oo 0 +

fx) \1/

On peut conjecturer un minimum de 1 pour x = 0, c’est-a-

dire lorsque M est en O, et qu’il n’y a pas de maximum :
BM peut étre aussi grand que I’on veut en «éloignant» M
de O (x positif, comme x négatif).

2. Théoreme de Pythagore dans le triangle rectangle OBM :
BM? = OB+ OM’ = | +x*; donc BM =%’ + I.

3. Pour tout nombre réel x, x> + 1 est positif.

a) La fonction carré est strictement décroissante sur |- ; 0]
et strictement croissante sur [0 ; + oo[.

Il en est de méme pour u.

X | - 0 + o

wo| T L

b) u et \E varient dans le méme sens : f est donc décrois-
sante sur ]—o0; 0] et strictement croissante sur [0 ; + o[.
¢) Les conjectures du 1. sont ainsi vérifiées.

m Utiliser une transformation d’écriture
® Les outils :

— Décomposition d’une fonction.

— Tableau de variation.

L 1
— Variations de —, de \u, de u + k.
u
e Les objectifs :
— Etudier les variations d’une fonction homographique.
— Etudier la position relative d’une courbe et d’une droite.

1.a)3x-2=3(x+1)-5. b)f(x)=3—i.
x+1

2.xHx+IHLH—5x L — 3 - > .
x+1 x+1 x+1

3. Sur l'intervalle I :

X 0 5

x 1 \
x+1
1 /
x+1

x—x+1

Activites de recherche . ss)

Conclusion : fest strictement croissante sur [0; 5].
5
4.a)d(x) = -3=——"
) d(x) = fix) 11
b) d(x) est du signe contraire de x + 1 sur [0; 5] donc néga-
tif : la courbe est donc toujours au-dessous de la droite A

sur [0; 5].
m Narration de recherche

A y c E

14

B 'O 1 D | X

Les équations des droites contenant les segments et demi-
droites de la figure sont :
(AB):y=-2x-4;(BC):y=2x+4;
(CD):y=-2x+4;(DE):y=2x-4.
(AB) et (DE) se coupent en C’(0; —4), symétrique de C par
rapport a I’axe des abscisses.
Notons g la fonction représentée par la réunion des demi-
droites [C’A) et [C’E). La courbe étudiée est donc la repré-
sentation graphique de f, avec f = Igl
ou g(x) = {—2x—4, six<0

2x—4,s1x>0
c’est-a-dire g(x) = 12x] — 4 et fix) = |12x — 4|.

m Narration de recherche

Notons I le milieu de [AB].

Dans le repere (A, I), les points A, B, C ont pour abscisses,
respectivement 0, 2, 3. Notons x I’abscisse du point M.

MA = {x,31x>0

) , soit AM = Ixl.
—x, six<

x=2,six=2
2—x,81x<2
x=3,six=3
3—x,81x<3
On a donc quatre cas a étudier suivant la position de M sur
la droite par rapport aux points A, B, et C.

De méme, MB = { ,soit MB =[x — 2| et

MC = { , s0it MC = |x - 3l.

x 0 2 3
MA -X X X X
MB 2-x|2-x|x-2|x=-2
MC 3—x|3-x|3-x|x-3
MA+MB-MC |[-1-x|-1-x|3x-5|x+1
MA+MB-MC=4 |x=-5| @ |x=3|x=3

Le probléme a donc deux solutions : le point M doit étre
en CouenD.

D

A

C




m TP — Somme de fonctions monotones

2. a) f est croissante et g décroissante sur ]0; +oo[, donc
toutes les deux sont monotones sur cet intervalle.

b) La fonction /& semble décroissante sur ]0; 1[ puis crois-
sante sur [1; + o[, donc non monotone sur ]O; +oo].

9 x “o 1 0
fx) . —
2() T,

Frow| _— T,

d)

x 0 % +

) _
() T
Frow| T

X —0o0 0

f&) T
2x) T,

(f+2)x)

e) La somme de deux fonctions monotones sur un intervalle
n’est pas nécessairement monotone sur cet intervalle. En
revanche, si elles sont toutes les deux décroissantes, alors il
est possible que la somme le soit aussi.

3. a) fet g étant croissantes,

si a < b, alors fla) < fi(b) et g(a) < g(b),

soit fla) + g(a) < f(b) + g(b) et la fonction f + g est aussi
croissante.

b) f et g étant décroissantes,

sia < b, alors fla) = f(b) et g(a) = g(b),

soit fla) + g(a) = f(b) + g(b) et la fonction f + g est aussi
décroissante.

On peut donc énoncer le théoreme suivant :

sur un intervalle I, la somme de deux fonctions croissantes
est croissante et la somme de deux fonctions décroissantes
est décroissante.

fest strictement croissante sur .
m fest strictement croissante sur L.

m [ est strictement décroissante sur J-o; O] et stricte-

ment croissante sur [0 ; + oof.

¢) Plusieurs contre-exemples (2. b), ¢) et d)) nous permettent
d’affirmer que 1’énoncé est faux.

4, a) f est la somme de deux fonctions croissantes sur
[0; 4+, x> 2x+ 1 et x — \x:

elle est donc croissante sur [0 ; +o[.

b) ¢ est la somme de deux fonctions décroissantes sur

[1; 400, x+— etx— —x;

elle est donc décroissante sur [1; +oo[.

m TP — Produit de fonctions monotones
2. a) Les trois fonctions sont monotones sur ]0; + o[ :

fetfx g sont croissantes, et g est décroissante.
b)

b'e —00 0
f@) [
g() T,
Fxgw|

9% 0 oo
fx) /
gx) T
Fxp@|

X —00 0
f) T,
g) T
Fxow|

d) Non, puisque I’on a rencontré des cas dans lesquels les
résultats sont contraires.

3.a) fet g étant croissantes,

sia< b, alors fla) < f(b) et g(a) < g(b).

b) Un contre-exemple suffit :
-3<2et-2<lor(-3)x(-2)>2x1.

¢) Non, mais si on ajoute 1’hypothese «elles ne prennent que
des valeurs positives», on peut en déduire que la fonction
produit est elle aussi croissante (voir I’exercice 74, page 67).
d) Voir une solution du probléme ouvert.

Entrainement e o)

m fest strictement croissante sur 1.

— . . 3
m x+>2x + 3 est strictement croissante sur [— E; + 00[,

donc : si 0 <x <y, alors y2x + 3 <2y + 3 soit A< B.

1 . o
m x—>——=eststrictement décroissante sur -1 ; + o[,

VX + 1 1
vy +1

donc :si 0 < x <y, alors ———
Y Vx+1

> soit A > B.
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1 . L 5

m x> est strictement décroissante sur ]—; + 00{,
2x-5 2

donc :

si3 <x<y,alors > soit A > B.

1
2x-5 2y-5
m Sur [-2; 0], 1a fonction valeur absolue est strictement
décroissante, donc :
si—2 < x =<0, alors -2l = x| = |0l soit Ixl € [0; 2].

mx—2 0
W~ ,

Donc :six € [2; 3], alors 0 < Ix| < 3.

Corrigé dans le manuel.

D’UNE COURBE A L'AUTRE :
RECONNAITRE

fen vert, —f en mauve, 2f en bleu et % en rouge.

m fenrouge, —f en mauve, 2f en bleu et % en vert.
Corrigé dans le manuel.

m La courbe mauve ne correspond a aucune des fonc-
tions car aucune ne prend la valeur O pour x = 2.

1 Pourx>1,V/)?<x<xzdonclﬁ>i>i2
v ox T x

et h(x) = /L—, flx) = 1 et gx) = -
VX X X

m % représente la fonction k (k(0) =1 et k(1) = 0).
€’ représente la fonction & (h(0) = 1 et h(1) = 0).

D’UNE COURBE A LAUTRE:
CONSTRUIRE
Corrigé dans le manuel.
(44
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2.a)b)

y
)
1 \f
1
T 0 T X
g’
h
i f
14 h
O/.; T T T T TX
X -4 0 2 4
3 2
X
@ | T~ T T
5 4
SGx) +2 \2/ \3
0 -1
—f(x) _3/ \_2/
V3 V2
V) \0/ \1
y
5
A a
o J
3
2 f
N 1. [~
\ k
-4 3 -2 -110 2 3 4 X
' h
2
3
x -5 -3 -1 0o 1 2 3
0 2
ex) |17 T 17T T
~_0
A2
h(x) |0 0 0 -2
) ~ , ~ 7




2.a)b) y

—_

N

w
x

3.a)f(x) =0 xE[-5;-1]U[l;3]
b)

x -5 -3 -1 0 1 2

k 1
(x) O/Y \0

<)

2 0~ 70
fx) \_3/ —I\B/—l
aveca=1,5etf=-1,2.
2.a) y
2_
g
’|_
3 2 1 0 1 2 3 x
—14

b) La droite d’équation y = 1 coupe la représentation de g
en 5 points : I’équation g(x) = 1 admet donc 5 solutions.

c) Sim <0 : pas de solution;

sim=0: 3 solutions;

si0<m<—f:5 solutions;

sim =} : 4 solutions;

si—f <m = 2:3solutions;

si2<m<3:2solutions;

sim=3":1 solution;

si m > 3 : pas de solution.

DECOMPOSITION

ET SENS DE VARIATION
m frx—=>x—=>x*+3.

La fonction f est, comme la fonction carré, strictement
décroissante sur I et strictement croissante sur J.

@ Corrigé dans le manuel.

mf:x'—nczb—>x2+3H

1 . . . . )
u et — varient en sens contraires, donc (VOlI' exercices pre-
u

cédents) f est strictement croissante sur I et strictement
décroissante sur J.

B o4 x-4

La fonction u : x — x — 4 est strictement croissante sur I.
Les fonctions u et yu varient dans le méme sens : fest stric-
tement croissante sur I.

xX*+3

f:x»—>x—4r%y"x—4'—> ﬁl

VX — 4
La fonction u : x — \x — 4 est strictement croissante sur I

. . " 1 . .
(voir exercice précédent). u et — varient en sens contraires
u

donc fest strictement décroissante sur 1.

(55 WEE T ) I I

La fonction valeur absolue est strictement décroissante sur
]—o0; 0] et strictement croissante sur [0 ; +].

Les fonctions u, 2u et 2u + 1 varient dans le méme sens;
f est strictement décroissante sur ]-o; 0] et strictement
croissante sur [0; +o[.

m fix—=>5-x—5-x

La fonction u : x — 5 — x est strictement décroissante sur 1.
Les fonctions u et \u varient dans le méme sens : fest stric-
tement décroissante sur I.

57 R

X
La fonction carré est strictement décroissante sur I et

strictement croissante sur J.

1 . . 1 .
u et — varient en sens contraires, donc v : x —> — est stricte-
u X

ment croissante sur I et strictement décroissante sur J.
v et —2v varient en sens contraires, donc f est strictement
décroissante sur |- ; 0] et strictement croissante sur [0 ;+ oo[.

(58 | 1.f(x):2+%.

. . 1 .
2. Comme la fonction inverse x — —, f est strictement
X

décroissante sur |-o; O] et strictement décroissante sur
[0; + oo

m 2. On reconnait la représentation de la fonction
valeur absolue.

On peut conjecturer que pour tout nombre réel x, \x2 = x|.
3.2 est le nombre positif donc le carré est x°.
VZ=xsix=0etx®=—xsix =<0, doncyx?= x|
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m Les quatre programmes meénent au méme résultat :
ils correspondent 2 la fonction x — [2x — 1.

GD 1.°-20-3=(x+ DHx-3).
Le trindme est du signe du coefficient de x> (donc positif)
sauf entre ses racines —1 et 3.

W
+
8

X —© -1
x?-2x-3 + 0 - 0 +
2. D=]-00;-1]U[3; +0o[.
3.u:x+—>x*—2x-3 est strictement décroissante sur |- ; —1]
et strictement décroissante sur [3; + oo[.

Les fonctions u et yu varient dans le méme sens : fest stric-
tement décroissante sur |—oo; —1] et strictement décrois-
sante sur [3; +oo[.

4,

W
+
8

x —o0 -

x?-2x-3 + 0 - 0 +

fx) / \

@ 1. Le discriminant du trindme x* — 2x + 2 est négatif
(A =—-4). Le trindme est constamment du signe du coeffi-
cient de x?, donc positif (a = 1).

Il en résulte que f est définie pour tout nombre réel x.

i

- b
2.y : x> x*—2x+2admet un m1n1mump0urx=—2—= 1.
a

u est strictement décroissante sur ]—oo; 1] et strictement
croissante sur [1; +o[.

Les fonctions u et \u varient dans le méme sens : fest stric-
tement décroissante sur ]—oo; 1] et strictement croissante
sur [1; +oo[.

X —© 0 1 5 + 00

\ B h/Y
f(x) V/Z\l /\y’l7

3.Six€[0;5],alors | </x*-2x+2 <17.

@ a) La négation : Ja = \b.
b) La fonction carré est strictement croissante sur [0; + ],

donc si Ja = \b alors a = b, ce qui contredit I’hypothése

a<b.
Conclusion : la négation est fausse, ainsi,
si0 < a< b, alors ya < b,
la fonction racine carrée est strictement croissante sur
[0; +oo.

@ o =lox-1l.

¥ VARIABLES
x EST_DU_TYPE NOMBRE
y EST_DU_TYPE NOMERE
W DEBUT_ALGORITHME
LRE x
y PREND_LA_VALEUR abs(2*x-1)
AFFICHER "f(x) = "
AFFICHER y
— FIN_ALGORITHME

Corrigé dans le manuel.
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m —‘/a+bet _V"a_+\s@
WENT ST

La fonction carré est strictement croissante sur [0; + oo,
donc comparer les deux nombres positifs y, et y, revient a
comparer leurs carrés.

, ,_a+b a+2lab+b _a+b-2/ab
WONETYTTTT e T

!’ [— / 2
=(\"1T\‘b)> 0,doncy, >y,

Corrigé dans le manuel.

m 1. Dans le triangle MPA rectangle en A :
PA

x+ 1

Dans le triangle BPA rectangle en A :

tan @ = L
PA

tan AMP =

m et ﬁ ont méme complémentaire, Kf)ﬁ,

=i€tPA=\J’)C+ 1.
x+1 PA

2, Sur [0; 3], la fonction fest strictement croissante,

donc si 0 < x < 3, alors f{0) < fix) < f(3),

soit 1 < PA < 2.

donc tan A/I\E =tan EPT\ soit

m 1. Sommet A B C D A
X 0 1 2 3 4
r" l
N ~_
d 1/ 1\0/

2. Sur [AB], d(x) ={x*+ 1,

sur [BC], dx) =2 —-x72+1 =x*—4x+5,

sur [CD], d(x)=3-x,

sur [DA], d(x)=x-3.
3. Pour x € [0; 1], la fonction u : x — x> + 1 varie dans le
méme sens que la fonction carré, elle est strictement crois-
sante. u et \u varient dans le méme sens, donc d est stricte-
ment croissante.
—Pour x €[1;2], x> —4x + 5 est strictement positif (A <0 et
a > 0). Le minimum est atteint pour x = 2, donc sur [1; 2],
la fonction v : x — x> — 4x + 5 est strictement décroissante.
v et \v varient dans le méme sens, donc d est strictement
décroissante.
— Pour x € [2; 3], d a le méme sens de variation que la
fonction affine x — 3 — x : elle est strictement décroissante.
— Pour x € [3; 4], d a le méme sens de variation que la
fonction affine x — x — 3 : elle est strictement croissante.

1. b) Il semble que pour tout x > -2, fix) < 2.
¢) On peut conjecturer la stricte croissance de f'sur -2 ; + oo[.
2. a) Pour tout nombre x de ]-2; + |,

_2(x+2)-5 . 5 5
f(x)——x_'_2 soit fix) =2 Y




b) Pour tout nombre x de ]-2; + o[,

x+2>0donc > > 0etflx) <2.
X

+2
) Sur ’intervalle -2 +oo[ :
X — x + 2 est strictement croissante, donc

X est strictement décroissante, soit
x—>-5x est strictement croissante, et
x—2 - est strictement croissante.

X+

ROC Restitution organisée de connaissances

1. Sur I, u : x = fix) + k et f varient dans le méme
sens, donc u est strictement croissante.

1 . .
Sur I, u et — varient en sens contraires :
u

est donc strictement décroissante.

. 1

la fonction x —

fx) +k
2. Sur I, fest strictement croissante et f{1) = 0, donc pour
tout nombre x de I, fix) = 0.

g est donc strictement décroissante sur I :

pour tout x = 1, g(x) < g(1) = 1.

Prendre toutes les initiatives

. 1
festla somme des deux fonctions x — yx et x — ——,
X

strictement croissantes sur [0; +oo[ : elle est donc elle-
méme strictement croissante (voir TP ex. 25, p. 60).

. [x
PM=y, = ‘;A etPN:yN=V/%= VﬁA.

PM _ \’/-;,\ \/2_ \/2—

X —=——

PN 2 "k 2

Approfondissement (.. o)

1. fet g étant croissantes et positives sur I,
sia<b,alors 0 < fla) < f(b) et 0 < g(a) < g(b).
Multiplier par un nombre positif conserve 1’ordre, donc :
sia < b, alors 0 < fla) x g(a) < f(b) x g(a) < fib) x g(b),
soit fla) x g(a) < fib) x g(b).

La fonction f x g est donc aussi croissante sur 1’intervalle I.
2. Le produit de deux fonctions positives et décroissantes
sur un intervalle I est aussi une fonction décroissante sur 1.
fet g étant décroissantes et positives sur I,

sia<b,alors 0 < f{b) < fla) et 0 < g(b) =< g(a),
Multiplier par un nombre positif conserve 1’ordre, donc :
sia < b, alors 0 < f(b) < g(b) < fla) x g(b) < fla) x g(a),
soit f{b) x g(b) < fla) x g(a).

La fonction f'x g est aussi décroissante sur I’intervalle 1.

V&Y 1.AB =x—x.
2.

X 0 1
glx) o/ \0

3. % -8 = <l)2 -2x % X \x + (x) = (% - \'/;)27

2
donc pour tout x de [0; 1], %— g(x) = 0, soit g(x) < %
D’autre part : g<l> = E—l S l
4) V4 4”2 4 4
1

4, g atteint son maximum % pour x = 2 :le segment [AB] a
pour longueur maximale % lorsque x parcourt [0; 1].

1. La seule opération qui pose probleme est le calcul
de I’inverse de x qui n’a de sens que pour x non nul.

2. x > 0 donc 1 > 0 et fix) > x : la courbe € est toujours
X

située en dessous de la droite d d’équation y = x.

1 1
3.AB =yB—yA=x—(x—;>=;.
Lorsque x prend des valeurs de plus en plus grandes, la

distance AB est de plus en plus «petite », la courbe € est de

plus en plus «proche» de la droite d.
Remarque : on peut introduire le vocabulaire : «d est asymptote
a la courbe € ».

1. La parabole représentant f est en vert.

2, 3. VARIABLES

|- x EST_DU_TYPE NOMBRE

- y EST_DU_TYPE NOMBRE
—f x EST_DU_TYPE NOMBRE

L g_x EST_DU_TYPE NOMBRE

¥ DEBUT_ALGORITHME

=LRE x

—LRE y

—f_x PREND_LA_VALEUR pow(x.2)-5*x+4
- g_x PREND_LA VALEUR (x-2)/x
w Sl (y>=f_x et y<=g_x) ALORS

DEBUT_SI
AFFICHER "Le point est 3 l'intérieur”
FIN_SI

w SINON
DEBUT_SINON
AFFICHER "Le point est & I'extérieur”
FIN_SINON
— FIN_ALGORITHME

1.a) AM =\ + (y— 1)

b) AM = x> + (x — 5)> =22 — 10x + 25.

2, a) Le trindbme 2x? — 10x + 25 est strictement positif quel
que soit le nombre x (A <Oeta=2).

f(x) existe quel que soit le nombre x.

Chapitre 2 e Variations des fonctions associées 27



b) 5
X — 00 5 + o0

) \ 2_25 /

) u et Ju ont méme sens de variation.

d) La valeur minimale prise par AM est V“% = % ~3,53.
\!
Vi) 2.a)f(x)=0<=x=2
-2+4 six<2
d =
one /i) {Zx -4 six=2
b) Si x € |-} 2], g(x) = —f(x), donc le point de coordon-
nées (x; g(x)) est le symétrique du point de coordonnées
(x; fix)) qui appartient a la droite représentant f.
Six € [2; +[, g(x) = fix), donc le point de coordonnées
(x; g(x)) appartient a la droite représentant f.

m Les coordonnées des points des deux demi-droites

vérifient :
=
ou {y 0
y=x-3
ce qui peut se résumer par y = |x — 3| : h(x) = |x - 3.

{y?()
y=—x+3

28

€E) 1./ =2 Dx +2).

x |- ~L +00
2
fo | Ty 2
2, 1
X |- 2 ) 1 +
fx) £ 0 - 0 +
3.

m 1.a) \a est positif, donc Ja = b implique b = 0.
D’autre part, 1’égalité Ja = b implique celle des carrés
a=>b.

b) a = b? implique a positif comme b2

L’égalité des nombres positifs a = b* implique celle de leurs
racines carrées \a = b?, et comme b est positif, Ja = b.

) «Ja =b» équivaut i «b = 0eta = b>».

2. /a < b implique a et b positifs, et la fonction carré étant
strictement croissante sur [0; + [, a < b.
Réciproquement, si 0 < a < b, la fonction racine carrée
étant strictement croissante sur [0; + o[, alors Va < \b.
«Ja < \b» équivaut 3 «0 < a < b».

3. «Ja < b» équivautd «b = 0et 0 < a < b*».

m W-l=x-3<x-1=x-3etx=3
< xX2-Tx +10=0etx =3
< (x=2oux=5)etx=3.

D’ou & = {5}.

m +7=x+1<x+7=x+1etx=-1
< xXP+x-6=0etx=-1
< (x=2o0ux=-3)etx=-1.
Dou & = {2}.

YA (+\1-2=2 < \1-2t=2—¢
< 1-2r=Q-1ett<2
< P-2t+3=0ett<2
A<0Odonc ¥ =0.

3 1-u=u-1<l-u=@w-1)’etu=1
s u—-u=0etu=1
< w=0ouu=1etu=1.
Dou ¥ = {1}.



m V";B\er—l©O$2x—1$x©l$x$1.
D’oﬁff:{i; 1].
2
— X x\2
(90 ] Vr2x+1s1+§©0<2x+1s<1+?> etx=-3

©x>—%etx2—12x>0

©x>—iet(x<00ux> 12).

D’oﬁff’z[—%;O]U [12; +oo.
m 4+46-x<xe|6-x<x-4
<S0<s6-x=x-4)>etx=14
s4<sx<6etx*-Tx+10=0
sdsxsbet(x<20ux=)).
D’ou ¥ =15;6].

(92 KB y

2,5+

0,54 €,

€,

050 05 1 15 2 25 X

2. En commun, le point de coordonnées (1; 1) et peut-étre
d’autres !
3. 2x—1l=xe2x—1=xetx=0
< xXX-2x+1=0etx=0
sx=letx=0.
Une seule solution 1 et donc un seul point commun, de
coordonnées (1; 1).

N

m 1. a) x étant supérieur a —1, comparer les deux

e x IR
nombres positifs |1 + x et 1 + > revient a comparer leurs
2

p X
carresl+xetl+x+z.

X

x? .. —
Pour tout x (x = 1), Z est positif, doncy1 +x < 1 + 2

— 2
b)\e’l+x=1+§©l+x:1+x+xzetl+£20,

Donc une seule solution : x = 0.
2. a) y

2

05 1 15 2 x
_0,51

b) € et d sont tangentes au point de coordonnées (0; 1).

B 1.SiNE[AC]: 0<ux<4etfix)=x(4—x).
SiNE[AD]:4=x<6etflx)=x(x-4).
2.
121”7
11+
10

ELREERERRE

3. Graphiquement, I’aire du rectangle semble supérieure
a3 lorsque x € [1; 3] et lorsque x = a avec a = 4,6.

m 2. Le périmetre semble atteindre un maximum de 5
pour x compris entre 0,45 et 0,55.

3. a) Notons H le point de coordonnées (x; 0), projeté
orthogonal de M sur (OA).

MH? = 1 -, donc y,, = MH =1 - x*.

AM? = 1- X2+ (1 —x)* =2 = 2x, AM = y2(1 — x).

P(x) = AB + 2AM + MN = 2 + 2x + 2y2(1 — x).
Px)=5<2+2x+2J2(1 —x)=5.

c)\/Z(l——x)=%—x (E).

b) Six€[0; 1], alors 2(1 —x) =0 et%—x = 0.

L’égalité de nombres positifs équivaut a celle de leurs
carrés (voir aussi I’exercice 84, page 68).

Donc résoudre (E) revient a résoudre dans [0 ;1] I’équation :

3 2
2(1 —x)=(3—x) E).
, ) 9 ) 1

E)e2-2x=x-3x+—<x —x+Z:O

2

= (x - l) =0.
2

L’équation a une unique solution > (qui appartient bien a
[051]).
En conclusion, le périmetre atteint ce qui semble étre son
maximum 5 pour x = 0,5.

Prendre toutes les initiatives

E L cgalité I + Iyl = 1 implique
“Il=sx=<let-l=sy=<1.

Le repere étant orthonormé, 1’ensemble des points M

cherché est donc a I’intérieur d’un carré C de centre O et de

coté 2 (les cotés étant paralleles aux axes).

Plagcons-nous dans le quart de plan défini parx =0 ety = 0.

L’équation Ixl + lyl = 1 s’écrit alors x + y = 1 et les points M
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cherchés sont les points intérieurs a C qui appartiennent a
la droite d’équation x + y = 1.

C’est le segment [AB], ou A et B ont pour coordonnées
respectivement (0; 1) et (1; 0).

En étudiant de la méme fagon dans chacun des trois autres
quarts de plan, on obtient trois segments.

L’ensemble cherché est le pourtour d’un carré de centre O,
dont les sommets appartiennent aux axes et dont les
diagonales sont de mesure 2.

X8 AB=\5AC=\x’+4etBC=|x-1l.
Etudions les trois cas possibles :
— 1 cas : le sommet principal est A.
AB=AC<¥+4=5<x=1.

Deux solutions, x = 1 et x = —1, donc deux points : B (sans
intérét...) et D (-1 0).
— 2¢ cas : le sommet principal est B.
AB=BC<e |x-1l=5<x-1={50ux—1=-15.
Deux solutions, x = 1 +5 oux =1 —/5, donc deux points :
E(1 +5;0) et F(1 =5 0).
— 3¢ cas : le sommet principal est C.
AC=BC = ¥ +4=k-1lox+4=(x-1)7

< 2x+3=0.

Une solution x = — %, donc un point : G(— %; 0>.

m En terme de distance, le probleme peut s’énoncer
ainsi :

pour x = 0, le point M(x; Vx) peut-il étre a une distance
oy [7 :

inférieure ou égale a \7 du point A?
AM?=(x-2)*+x=x>*-3x+4.

-
AM$%©x2—3x+4s%
©x2—3x+2<0
3 2
2} <o.
Q(x 2)

Cette inéquation admet une unique solution x = — donc un
seul point commun.
On ne peut pas dire que le cercle coupe la courbe, mais les

deux sont tangents au point de coordonnées (%, \J/%>

Travail en autonomie . 70

“ 1. x _oo 1 4+

+00

f(x) \ ) / + o

2. a) Pour tout nombre x, f{x) est supérieur ou égal a 2 donc

positif.
b) u et \u ont méme sens de variation.
X -0 0 1 2 +00
+ o0 +®
~ = /Y
gx) B ) 3

c) Six € [0; 2], alors g(x) € [\/5, \/ﬂ

30
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o 4
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g(x)

h(x)

kx 2 72
(x) \0 \0




. g(x) = —f(¥)

* h(x) = £l

-1 0 1 2 X
* k(x) = flx) + 1
y
2
’I_
-1 0 1 2 X
m 1.a) “.‘ y
€| €. @

b) f,(x) = fl-x) et £,(x) = —f(x).

X —© -2 0 2 + 0
2
) N
0
| TS T

2.a) g(x) = |fw)

b)

X —0

—_o© 2 + 0
g(x) \\\0,/’ ‘\\0,//'

B 1. Le point M a pour coordonnées (x; x + 2); donc :

OM = x> + (x + 2)2 =222 + 4x + 4.
2, a) Le discriminant du trindme x* + 2x + 2 est négatif
(A =—-4) donc le trindbme garde un signe constant, celui du
coefficient du terme en x% Il est donc constamment positif.

b)

x — oo

-1 + 00

+ o

Sx)

+ o

—,

3.a) OM =2 x f(x) et comme pour tout x, fix) = 1, il en

résulte pour tout M, OM = 2.

=

b) La perpendiculaire a la droite d passant par O coupe d
en H. [OH] est la diagonale d’un carré de c6té 1 : donc

OH = 2.
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