PGCD

CHAPITRE

Theoreme de Bézout
Theoreme de Gauss

stouence 1 M PGCD de deux entiers naturels

RESOLUTION DE PROBLEMES
a8 [ o®

1.945 =882 + 63 et 882 =63 x 14. 945 882 1 63
Donc PGCD (945 ; 882) = 63 car d doit diviser 945 et 882 et 882 63 14 0
la plus grande valeur de d est le PGCD des deux nombres.

d est le dernier reste non nul :

2. a) * Si A =B, aprés un premier passage dans la boucle
d=PGCD(945 ; 882) = 63.

«Tant que», le reste R est nul. On obtient a I’affichage la
valeur commune A. 3.Les diviseurs de 63 sont : 1, 3, 7,9, 21, 63.
* Si A < B, le premier quotient est nul, le reste est A, donc Il n’y a pas d’autres solutions.

non nul. A I’issue d’un premier passage dans la boucle, A et
B sont échangés : on repart donc avec A > B.

b) On affecte 4 R une valeur différente de zéro (ce qui se Probleme 2

passe parfois a I’initialisation) afin de démarrer le passage

effectif dans la boucle « Tant que ». 1.b) L’ et € sont tels que : PGCD (L5 €7) = 1.

c) Si R #0, le couple (A ; B) est remplacé par le couple 2.L=121L;€=12¢"; €L =77 760.

(B ; R). Or, dans ce cas 1a, PGCD(A ; B) = PGCD(B ; R). Soit 144€?x 121> =77 760 et €2L =45=3>x5.
Lorsque R est nul, c'est-a-dire lorsque B divise A, le PGCD Dou€¢’ =1ou€’ =3;doncL’=450ul’=5.

de A et B est B, que I’on lit dans la mémoire A. Les couples (/ ; L) sont : (12 ; 540) ou (36 ; 60).

App“cation (page 44)

n 1. Tout diviseur d de a et b divise toute combinaison 2.a) n= O] 1 ]2 )3 |4]5]6

s a=5n+1=|1|6 |42 |0]|51]3

linéaire de a et b ; par exemple : b=an-1=16 1113 15101212
2a=5b=20Gn+1)-5Cn-1)=17. Donc a = 0(mod 7) et b = 0(mod 7) si, et seulement si,
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b)Sin=7k+4kEN);
Sin#7k+4;

PGCD(a;b)=17;
PGCD(a ; b) = 1.

@& 1. si ddivise act balors d divise 5h—a, soit d divise 3.
2,

n= 0 1 2
n=| 0 1 1
a= 2 1 1
b= 1 2 2

3. a et b ne sont pas congru 0 modulo 3.
Donc PGCD (a ; b) = 1 et a et b sont premiers entre eux.

ED +294=ng, +10 et 3521 =ng, +11.

Soit ng, =4 284 et ng, =3 510.

n est un diviseur commun a4 284 et 3 510, donc un diviseur
de leur PGCD avec n > 11.

1 4 1 1 6 1 2
4284 | 3510 | 774 | 414 | 360 | 54 | 36 | 18
774 414 | 360 | 54 | 36 18 0

Comme n divise 18 et n > 11, alors n = 18.
a)db+r ;b=r +r,;r,=3r,+r,
r,=2r, et r,=36.

On en déduit successivement r,, r, b et a.
Soient a =1 548 et b=324.

B a) PGCD(a ; b) = 12 ; donc les diviseurs communs
sont {1,2,3,4,6,12}.

b) PGCD (37 425 ; 3 493) = 499.
Ses diviseurs sont {1 ; 499}.

.2 1 3

484 363 121
121 0

PGCD (484 ; 363) = 121 =484 — 363.

b) Donc (484 ; 363) € &.

2, Tout diviseur d commun a (n + 1) et n divise leur diffé-
rence (n+1)—-4=1.

Donc PGCD(n+1;n)=1¢et (n+1;n) €Y.
3.x=(x-y)g et y=(x-y)p avec (x—y)=(x-y)g-p).
Donc g =p + 1. De plus, p et p + 1 sont premiers entre eux
donc :

x=@x-y)p+1) et y=(x-y)p.

a=12a"eth=12b" avec PGCD(a’; b’) = 1 ;
donca’=50et 260 < 12b° < 300, d’ou :

b’ € {22;23;24}.
Or, a’ et b’ étant premiers entre eux, il en résulte que b’ =
23 et b =276.

& 2-204"ct320=20x16, donc a’ < 16.
a’ est premier avec 16, donc :
ae{1;3;5;7;9;11;13;15}.

KD =210n" et 420=210%2.
Or, n’ et 2 sont premier entre eux ; donc n’ est impair, soit :
n'=2k+1€N et n=420k + 210.

) 1.0-2=0(mod 84)eta—2 = 0(mod 60) ; 84 et 60
divisent a — 2 ; donc a — 2 est divisible par le PGCD de 84
et 60.

2. PGCD (84 ; 60) = 12.

€D rccpa; by =15, donc:
PGCD (255 m N 180) = 15m et PGCD(17m N 12) = m.
Douime{1;2;3;4;6;12}.

{a+b:112 {a:14a’ {a’+b’:8
= =
PGCD(a;b) =14 b=14p’ PGCD(a’;b’) =1
Donc(a’=1;b'=7);(@ =3;b"=5)
(@=5;b"=3);@=7;b"=1)
Dongc, les couples solutions sont :
(14;98) ;(42;70); (98 ; 14) ; (70 ; 42).

m a=2n*et b=nCn+1).
Or, 2n et 2n + 1 sont premiers entre eux car 2n+ 1)—2n=1.
1l en résulte que PGCD (a ; b) = n.

€Y 1. Toutdiviseurddenetn®—1divisenxn—(n*-1)=1.
Donc n et n? — 1 sont premiers entre eux.
2.a=n*+n=nm’+1) et b=n*-1=m*- 1>+ 1)
Or, n et n?— 1 sont premiers entre eux.

Donc, PGCD(n*+n;n*-1)=n%+ 1.

€8 1.4=184 et b=18p".
PGCD(a’;b)=1et18%a’b’=7776 ;d’ou a’b’ =24.
D’ou le tableau :

a | b | a b
1 24 | 18 | 432
3 8 54 | 144
Les couples solutions sont (18 ; 432) et (54 ; 144).
2.a=8a’ et b=8b".
PGCD(a’;b’)=1 et b’?-a’*=85=(b"-a’)(b’+ a’).
Dorc {b’+a’=85 ou {b’+a’=17.

b—a =1 b—-a=5
Soit (a’;b")=(42:;43) ou (a’;b’)=(6;11).
Donc (a ; b) = (336 ; 344) ou (a; b) = (48 ; 88).
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SEQUENCE 2

Le théoreme de Bézout

RESOLUTION DE PROBLEMES

Probléeme 3

1.Si 11u = 1 (mod 26), z = z (mod 26) donc :
11uz = z (mod 26) soit x = zu (mod 26).

2. 11 et 26 sont premiers entre eux ; donc, il existe u et v
tels que : 11u + 26v = 1.
3.Aveca=1letb=26,0na:
26=2x11+4,s0it4d=>b-2a;
11=2%x4+3,s0it3=a-2b+4a=5a-2b;
4=3+1,s0itl=b-2a-5a+2b=3b-"Ta,
soit 11 X (=7)+26x3=1.
Donc (u ; v) = (7 ; 3) convient.
a) u = -7 (mod 26) soit u = —7 + 26k ou encore
u = 19 (mod 26).
Or x = uz (mod 26) donc x = 19(y — 8) (mod 26).
Soit x = 19y — 152 (mod 26).
Or -152 = 4 (mod 26) d’ot x = 19y + 4 (mod 26).
b) La lettre du message YGMAXEGGZ se décode ainsi :
y=24etx =460 (mod 26) oux = 18 (mod 26) donc Y — S.
De méme G — 0, carsiy =6, x = 14 (mod 26) et G — 0,
etc. ; le message décodé est :

SOYEZ COOL !

Probleme 4

A 1. Voir ci-apres.
Aveca=17etb=10,u=3 et v=-5, soit :
17x3-10x5=1.

2.a)43x23-38x26=1.
b) 2012 x 114 - 347 X 661 = 1.

Application (page 52)

B 2v-3a=6n+4-6n-3=1.
Donc, d’apres le théoreme de Bézout, a et b sont premiers
entre eux.

9a-2b=18k+9—18k—8=1.
Donc a et b sont premiers entre eux.

3. Si les nombres saisis a et b ne sont pas premiers entre
eux, le reste r n’est jamais égal a 1.

L’algorithme s’arréte en raison du dépassement de la capa-
cité autorisée pour les boucles.

1 VARIABLES

2 a EST_DU_TYPE NOMBRE

3 b EST_DU_TYPE NOMBRE

4 r EST_DU_TYPE NOMERE

5 u EST_DU_TYPE NOMBRE

5 v EST_DU_TYPE NOMBRE

7 m EST_DU_TYPE NOMBRE

8 DEBUT_ALGORITHME

9 LIRE a

10 LIRE b

11 r PREND_LA_VALEUR @

12 u PREND_LA_VALEUR 1

13 TANT_QUE (r!=1) FAIRE
14 DEBUT_TANT_QUE

15 m PREND_LA_VALEUR a"u
156 r PREND_LA_VALEUR mXb
17 u PREND_LA_VALEUR u+l
18 FIN_TANT_QUE

19 u PREND_LA_VALEUR u-1
20 v PREND_LA_VALEUR (1-m)/b
21 AFFICHER "u="

22 AFFICHER u

23 AFFICHER "w="

24 AFFICHER v

25 FIN_ALGORITHME

Résuitats

B 1. Les multiples successifs de a apparaissent dans la
colonne B et les restes de la division euclidienne de au par
b dans la colonne C.

2. En recopiant vers le bas, on obtient d’autres coefficients :
13x17-22x10=1,

23x17-39%x10=1,

33x17-56x10=1, ...

3. Si les nombres saisis a et b ne sont pas premiers entre
eux, r ne prend jamais la valeur 1 et la colonne D reste vide.

B 2+ 2 =nt+20+ 1=n(mP+2n)+ 1, dou :
R+ D>+ 1) —n>+2n)n=1.

Donc, d’apres le théoreme de Bézout, (n? + 1) et (n® + 2n)

sont premiers entre eux.

) 2+ ab-p>-1=0.d0vaxa+ba-b)=1.
Donc, a et b sont premiers entre eux.

Spécialité e Chapitre 2 ¢ PGCD. Théoreme de Bézout. Théoreme de Gauss 3

© Nathan 2012 - Transmath Term. S Spécialité



© Nathan 2012 - Transmath Term. S Spécialité

m Par hypothese, il existe u et v tels que :
au+bv=1.

Donc (au + bv)> =1, soit :

a’u®+ 2abuv + b*? = 1.
D’ou:

a(au® + 2buy) + b»?* = 1.
Donc, d’apres le théoréme de Bézout, a et b2 sont premiers
entre eux.

m 1. a est premier avec b donc au + bv = 1.
Si a est premier avec b" alors au’ + b"v’ = 1.
Donc (au’ + b"v’)(au + bv) =1, soit :

aPuu’ + abu’v + b"av’u + b"' v’y =1.
D’ou alauu’ + bu’v + b™v’u) + by’ = 1.
Donc a est premier avec b"*!.
Ainsi, pour tout n de N*, a et b" sont premiers entre eux.
2. g est premier avec b" (c¢f. 1.). Si a” est premier avec b",
démontrons que a”*! est premier avec b".

a’u+b'v=1 et au’+b"v' =1,

donc a?*'(uu’) + b"(a’uv’ + avu’ + b"vw’) = 1.
Donc a?*! est premier avec b".
Ainsi, pour tout p € N*, a? est premier avec b".

SEQUENCE 3

3. a et b sont deux entiers naturels non nuls tels que a est
premier avec b. Alors pour tous entiers p et n, a” est premier.

€F) 1. Par définition, si A est le PGCD(bc — a ; b), alors
il existe deux entiers relatifs u et v tels que :
(bc —a)u + by = A.
2.D’ot a(-u) + b(uc +v) = A.
Donc A estle PGCD de a et b.

FE) 1. 0nnote A, 1e PGCD (n - p? ; ).

Donc (n — pHu + pv = A. Soit nu + p(—pu +v) = A.

Donc A et le PGCD (n ; p).

2. PGCD(10 829 ; 104) = PGCD (10 829 — (104)? ; 104).
Soit PGCD (13 ; 104) = 8.

EXD On note A, le PGCD (a ; 3a + b).
Donc au + (3a + b)v = A.
Soit a(u + 3v) + bv = 1. Donc A = PGCD (a ; b).

m Par hypothese, au + bv = 1.

Si Aestle PGCD(a + b ; ab) alors :
(a+b)a+ abP = A.

Or, a et b sont premiers entre eux donc A = 1.

Le théoreme de Gauss

RESOLUTION DE PROBLEMES

Probléeme D

A 1.a=a’ (mod26)etb=>b’(mod26),alors :
ax+b=a’x+ b’ (mod 26).

2. a) On a 25 choix pour a et 25 choix pour b ; donc
625 clés de codage.

mot a coder P|A|L|A E
nombre associé alalettre | 15| 0 |11 | 0 | 2 | 4
code:y=4x+3 633 [47| 3 |11]19

ax +b = ... (mod 26) 113213 11|19
mot codé L|D|V|D|L|T

Si on cherche a déchiffrer le message, L correspond a
2 lettres différentes a savoir P et C.

B 1. Pour les propositions, I’'une est la transposée de
I’autre. Elles sont donc équivalentes.

2.et3.Sia(x—x")=0(mod 26), alors a(x—x") =26k (ke 7).
Si a est premier avec 26, comme 26 divise a(x — x’), alors
26 divise x — x’ ; donc x = x’ (mod 26).

Or0=s=x=<25et 0<x’<25,doncx=x".

4. Ainsi, pour qu’un chiffrement soit utilisable, il suffit que
a soit premier avec 26. Donc a doit étre différent de 1 et de
13 et étre impair.

Il y a donc 11 valeurs pour a, soit 265 clés possibles.

Le nombre possible de clés est petit. Ainsi, il est tres facile de
« casser » ce code : un algorithme mettant en ceuvre les 265
clés possibles permettra rapidement de déchiffrer le message.

Probleme 6

1. a) Avec les 6 jours de décalage, 105u — 81v = 6, soit

35u—-27v=2.

2.a) 35 = 8 (mod 27) ; donc, si 35u —27v=2,8u =2

(mod 27) et u,=17.

b) 35 x7-2=27v,, soit 27v =243 et v, = 9.

3.a)35u—-7)=27(v-9) © 35u—-27v=35x7-9x27
=2.

b) 27 divise 35(u — 7) ; or 27 est premier avec 35 ; donc

27 divise u — 7. Il en résulte que u = 27k + 7 et v =35k + 9.

€)Sik=0,u=7etv=9,dou 105 x 7 = 735 jours, soit k

est le 19 juillet 2014.

d) Pour k = 1, u = 34 soit 105 x 34 = 3 570 jours...
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App|ication (page 57)

m a) 11x = 6y. 6 divise 11x et 6 est premier avec 11.

Donc, d’apres le théoreme de Gauss, 6 divise x.

Ainsi, x =6kety= 11k (k € N).

x€{0;6;12;18;24} et ye {0;11;22;33;44}.

On obtient les couples :
0;0);(6;11);(12;22);(18;33);(24;44).

b) Pour la méme raison que pour a), x = 7k et y = 3k.

Donc x =0 ou 7 ou 14. On obtient les couples :

0;0):(7:3);(14;6).

4x=3(y—4).
3 divise 4x et 3 est premier avec 4 ; donc 3 divise x.
D’oux=3kety=4+4k (k € N).

XY BD(-15: 18), donc (-5 ; 6)

est un vecteur directeur de (BD). Y D C

(BD) a une équation de la forme 18

6x+5y+d=0.

B € (BD) donc 90 + d = 0, d’ou

d = -90. Donc (BD) a pour

équation : 8
6x +5y-90=0, ) 5 X

d’ou 6x =5(-y + 18).
5 divise 6x et 5 est premier avec 6 ; donc 5 divise x et x = 5k ;

y=-06k+ 18.
O0=sx=<15donc0 <=k =<3.
Sik=0, x=0 et y=18.
Sik=1, x=5et y=12.
Sik=2, x=10et y=6.
Sik=3, x=15et y=0.

m 1. 7 est premier avec 3 et 7 divise 3(x — 4) ; donc,
d’apres le théoreme de Gauss, 7 divise (x — 4).
2.0nadonc:

x—4 (mod7)avecx=4 (mod 7)etx=Tk+4 (k € 7).

(30 ELCEDCEE)

netn+ 1 sont deux entiers consécutifs. Donc 2 divise a.
De plus, n + 5 = n + 2 (mod 3).

Or n(n +1)(n + 2) est le produit de trois entiers consécutifs ;
donc divisible par 3. Or 2 et 3 sont premiers entre eux ; donc
a est divisible par 6.

m Restes de la division de a = n(n + 1)(n + 2)(n + 3) par 8

n=| 0 1 2 3 4 5 6 7
n+l| 1 2 3 4 5 6 7 0
n+2| 2 3 4 5 6 7 0 1
n+3| 3 4 5 6 7 0 1 2
a 0 0 0 0 0 0 0 0

Donc a est divisible par 8. De plus n(n + 1)(n + 2), produit
de trois entiers consécutifs, est divisible par 3. Il en résulte
que a est divisible par 24 car 8 et 3 sont premiers entre eux.

EFY Onpose: A=2n2n+2)2n+4)
A=8n(n+ 1)(n+2).

On sait que B = n(n + 1)(n + 2) est divisible par 6 (cf. EIJ)
donc 8B est divisible par 48.

EE) Onposc A=p(p+ D(p+2(p +3)p +D(p +5).
D’apres ’exercice B p(p + 1)(p + 2)(p + 3) est divisible
par 24. 1l reste a démontrer que A est divisible par 5. On
construit le tableau des restes dans la congruence modulo 5
ci-dessous.

p= 0 1 2 3 4
p+l1= 1 2 3 4 0
p+2= | 2 3 4 0 1
p+3=| 3 4 0 1 2
p+S5S= 0 1 2 3 4
A= 0 0 0 0 0

Donc, A est divisible par 24 et 5 qui sont premiers entre eux
donc divisibles par 120.

m On pose A =n(n*+2)(n>+7).
* Dans la congruence modulo 3, on construit le tableau
ci-dessous :

n= 0 1 2
n’= 0 1 1
n?+2= 2 0 0
nn’+2)= 0 0 0

Donc A = 0 (modulo 3).
* Dans la congruence modulo 8, on construit le tableau
ci-dessous :

n= 0 1 213|456 |7
n*= 0 1 4 1 0 1 4 1
n*+2= 2 |3 6 | 3|2 |3 |63
n*+7= 71013101 71]]01]3]0
= O0jo0|4]0]0]O0]4]O0

Donc, si n est impair : A = 0 (mod 8).
Donc, si n est impair : A = 0 (mod 24).

m 1. Si x est congru a 0, 1 ou 2 modulo 3, alors x>
est congru & 0 ou 1. D’ou le tableau des restes de a® + b?
modulo 3 :

a2
ANEAE!

0| 0|1

1|12

Ainsi a® + b2 est congru 2 0, 1, ou 2 (mod 3).
2.4>+b*=0(mod 3) & a>=0(mod 3) et b> = 0 (mod 3).
Donc a =3k et b = 3k’ donc a et b sont divisibles par 3.
Conclusion : si a et b sont premiers entre eux, a> + b est
congru a 1 ou 2 modulo 3.
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Activités de recherche (g 60)

m Trouver un PGCD

* Les outils

— La divisibilité.

— Définition du PGCD.

— Propriétés du PGCD.

* Les objectifs

— Savoir utiliser les propriétés du PGCD.

— Savoir utiliser x divise y et y divise x pour établir que x =y.
1. Tout diviseur A de A et B est un diviseur de leur PGCD S ;
donc A < 6.

2. Si 6 divise a et b, d divise toute combinaison linéaire de
aetb;doncAetB.AinsiA=06etA=30.

3 ap+qgb=A —r(ap+qb)+ p(ra+sb)=Bp— Ar
. Lt
ra+sb=B s(ap+qb)—q(ra+sb)=sA—-gB

(ps—qr)b=Bp—Ar
Donc
(sq—qr)a=sA—gB
Or ps—qr=1, donc :
b=Bp-Ar et a=sA-gB.
Si & divise A et B, alors & divise a et b.
Ainsi, d < Aetd = A;donc A=3J.

m Le théoreéme des restes chinois

e Les outils
— Le théoreme de Bézout.
— Le théoreme de Gauss.

* Les objectifs
— Savoir établir une équivalence.
— Savoir reconnaitre et appliquer les théorémes de Bézout

et Gauss.
n=5(mod7 n=T7p+5
1.a) ( ) = p ()
n=4(modl1) n=11g+4
n=7p+5 n=7p+5
b) ()< < (57)
Tp+5=11qg+4 I1g—7p=1

¢) D’apres le théoreme de Bézout, 11 et 7 sont premiers entre

eux. Donc, il existe p et g tels que 11g—7p = 1.

d)11(g-2)=T7p-3) = 11lg-Tp=1.

e) 7 divise 11(g —2) et 7 est premier avec 11. Donc 7 divise

g-2;douqg-2="Tk,soitqg="Tk+2.

De plus, p =11k + 3 (k € N) ; donc :
n=711k+3)+5=T77k + 26.

Trouver des entiers connaissant leur somme
et leur PGCD

* Les outils
— Propriétés du PGCD.
— Nombres premiers entre eux.
* Les objectifs
— Savoir utiliser la disjonction des cas.
— Savoir utiliser les propriétés du PGCD.
a+b=40 et PGCD(a;b)=5@ € Z) (b € 2).
1.a)a=5a’etb=5b".
5(a@ +b’)=40;donca’ +b’=8etPGCD(a’; b’) = 1.
Si a’ et b’ étaient pairs, ils ne seraient pas premiers entre
eux. Si I’un est pair et I’autre impair, la somme est impaire
donc différente de 8. Il en résulte que a’ et b’ sont impairs.
2.a’=2k+1;donch’=8-a’=7-2k.
3.a) a’ + b’ =8, donc tout diviseur de a’ et b’ divise leur
somme a’ + b’ donc divise 8.
b) a’ et b’ étant impairs, ils ne peuvent avoir de diviseurs
pairs.
) Il résulte que « 1 » est le seul diviseur commun ; donc
PGCD(a’; b)) =1.
On conclut que :

a=10k+5 et b=35-10k (k € 2).

%3 Narration de recherche

3x-5y=06(1).
Le couple (x; y) = (12 ; 6) est solution de (1) ; donc :
x=5y=6 3(x=12)=5(y-6)
= - = -
IX12-5%6=6 Y

Or, 5 est premier avec 3 et divise 3(x — 12) ; donc 5 divise
(x—12). Il en résulte que :
x=5+12 et y=3k+6.
Or, y = x? (mod 5) ; donc :
3k + 6 = 25k*+ 120k + 144 (mod 5) ;
soit 25k% + 117k + 138 = 0 (mod 5).
Donc 2k + 3 = 0 (mod 5) ou 2k = 2 (mod 5).

k= 0 1 2 3 4
2k=| O 2 4 1
donc k=1 (mod 5) et k=5p + 1.

Ilenrésulte quex=25p + 17 et y=15p+9 (p € N).

On vérifie simplement que :
3x—5y=6 et y=x2(mod5).
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Y3 Narration de recherche
b=aq;c=aq®;d=aq?;
donc :
10a?=aq(g*-1) (g # 0) (a # 0)
10a = g(q*> - 1) (2)
q divise 10a et g est premier avec a.
Donc g divise 10etg € {1;2;5; 10}.
q =1 ne convient pas cara # 0 ;
g =2 ne convient pas car 5a = 3 ; a n’est pas entier.
Sig=5,2a=24,d’ota=12,;
sig=10,a=99.
En conclusion :
a=12;b=60;c=300;d=1500
oua=99;b=990;c=9900 ;d=99 000.

m TD - Le plus petit commun multiple de deux
entiers naturels strictement positifs
A.1.A=PGCD(a;b)=18;a=18%x2 et b=18%x3;
donca’=2 et b’ =3.

2.1 944 =36 x 54 ; donc 1 944 est un multiple commun a
36 et 54.

504 =36 x 14 et 54 ne divise pas 504.

Donc 504 n’est pas un multiple commun.
3.108 =2 x 54 =3 x 36.
B.1.a)A=Aa’;b=Ab";PGCD(a’;b’)=1.

M =pa=pa’A=qgb’A donc pa’=qgb’.

b) a’ divise gb’ et a’ premier avec b’. Donc a’ divise g, soit
qg=ka etpa’=ka’b’;soitp =kb’.

2.a)M =kAa’b’ (k € N*).

b) k = 1 est la plus petite valeur ; donc le PPCM est Aa’b’ ;
soit mA = Aa’Ab’ = ab.
C.1.PPCM(a;b)-9;PGCD(a;b)=13;a<b

m-9A =13 & Aa’b’—9A =13, soit A(a’b’—9) = 13.
2.Adivise 13, doncA=1,0ou A =13.

SiA=1,a’b’=22.

SiA=13,a’b’ =10.

eA=1 *A=13
a | b a b a | b a b
22 1 22 1 10 | 13 | 130
2 11 2 11 2 5 26 | 65

m TD - Résoudre une équation diophantienne

A.1.PGCD(39;27)=3donc (1) & 13x+ 9y =6.
2.a) 13 et 9 sont premiers entre eux.

Dong, il existe u et v tels que 13x + 9y = 1.

b) On remarque 13(-2) + 9(3) = 1.

D’ou 13(-12) + 9(18) = 6.

Donc (—12 ; 18) est une solution particuliere.

3.a) 13(x+12) =9(18 - y).

9 divise 13(x + 12) et 9 est premier avec 13.

Donc 9 divise x + 12 ;d’oux=9% — 12 ety =18 — 13k.

b) Vérification : 13(9k—12)+9(18 — 13k) =156 + 162 =6.
B.1.7x+6y=3 et 7x3+6(-3)=3.

Donc 7(x —3) + 6(y +3)=0,d’ ot 7(3 — x) = 6(y + 3).

6 divise 7(3 — x) et 6 est premier avec 7 ; donc 6 divise 3 — x,
soit 3 — x = 6k.

Doncx=3-6k et y=T7k-3.

Vérification : 7(3 — 6k) + 6(7k — 3) = 3.
2.a)3x-y=8,3x3-1=8;donc3(x-3)-(y-1)=0.
3divisey—1;doncy=3k+1letx=k+3.

Vérification : 3k +9 —3k—1=28.

b) PGCD (3 ; 6) = 3 ; or 3 ne divise pas 5. Donc I’équation
n’a pas de solution.

dx+6y=22<=2x+3y=11
2(-2)+3x5=11;donc2(x+2)+3(y-5)=0;

soit 2(x +2) = 3(5 - y).

Doncx=3k+2 et y=5-2k.

Vérification : 2(3k —2) + 3(5 — 2k) = 11.

TD - Des coincidences ?

A. 1. a) L’origine des temps est minuit. Les éclairs rouges
apparaissent donc a 8 + 24r (r € N).

b) L’éclair vert apparait donc a 20 + 28v (v € N).

) Il y a 149 éclairs rouge et 127 éclairs verts.

d) La premiére coincidence a lieu & minuit, une minute et
44 secondes. Il y a 21 coincidences

B. 1. La prochaine apparition simultanée a lieu a :

8 +24r=20+28v soit 24r—28v =12 ou 6r—Tv =3.
2.6 et 7 sont premiers entre eux ; donc, il existe des solutions.
3.6r—7v=3,dou6(-3)-7(-3)=3;
donc 6(r + 3) —7(v + 3) =0, soit 6(r + 3) = 7(v + 3).

7 divise r + 3 car 7 est premier avec 6 ;
doncr=7k-3 et v=6k-3,le k € N*.
4.Sik=1, r=4 et v=3.
Donc, la prochaine apparition est & :
8+24x4=8+96=104s.
Soit, a minuit, 1 minute 44 secondes.
Avant 1 h du matin, il y a 21 coincidences ; la derni¢re ayant
lieu a minuit 55 minutes 56 secondes.
Car 0=<8+24(7k—-3) <3600
64=< 168k < 3 664
1<k<21 kEN)
Soit 21 valeurs de k.
C.1. A I’aide du tableur, on ne trouve pas de solution.
On adonc 7 + 24r = 20 + 28v, d’ou 24r — 28v = 13.
Or, PGCD (24 ; 28) = 4 ne divise pas 13. Il n’y a donc pas
de solution.
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m Faux ; il peut étre égal a 1 ou a 3.
Exemple. x=-3ety=6.

) PGCD(a: b) =42.

) =40 b=4bv a0+ =12
Dota=4 et b=44.

m Non, car 11 ne divise pas 100.

m 7 divise x ; donc x =7 ou 14.
D’ou (7;3)et(14;6).

EF) 20+ 1-2)=1;PGCD@n+1;m)=1.

&Y »c (23:25:29).

PGCD DE DEUX NOMBRES ENTIERS

BB 2173=1961+212,d’od 1961 =9 x 212 + 53, soit
212 =4 x53.

Donc, PGCD (2 173 ;1 961) = 53.

Ces nombres ne sont pas premiers entre eux.

m a) 63 et 100 sont premiers entre eux.
Donc PGCD (a ; b) = 24.

b) Méme raison qu’au a).

PGCD (a ; b) = 26.

4 840 = 4 (mod d) et 4 190 = 5 (mod d).
Donc, d divise 4 836 et 4 185.

Or, PGCD(4 836 ; 4 185) =93 = 3 x 31.

Donc d =93 ou 31, card > 5.

&) «=2v+r doncr,=13.
b=r +r,doncr,=39.
r,=2r,+r,doncr =91
r, =3 Xr, donc b=130eta=351.

m 1. Tout diviseur de

1 VARIABLES
- 2 a EST_DU_TYPE NOMBRE
aetb—adiviseleursomme | o e e
a+(b-a)=b. 4 c EST_DU_TYPE NOMBRE
. . 5 DEBUT_ALGORITHME
Donc, tout diviseur de a |; LIRE a
et b —a divise a et b et |7 LIRE b
. 8 TANT_QUE (a!=b) FAIRE
reciproquement. 9 DEBUT_TANT_QUE
. 18 SI (a>b) ALORS
DOnC : 11 DEBUT_SI
PGCD(a ; b) = 12 c PREND_LA_VALEUR a
13 a PREND_LA_VALEUR b
PGCD(a ; b - a). 14 b PREND_LA_VALEUR ¢
2. a) Avec AlgoBox : voir |** FINSI
) 16 SINON
ci-contre. 17 DEBUT_SINON
18 b PREMD_LA_VALEUR b-a
18 FIN_SINON
20 FIN_TANT_QUE
21 AFFICHER "chd (a;b) = "
22 AFFICHER a

23 FIN_ALGORITHME

Entrainement (page 65)

b) PGCD (147 ; 450) = PGCD (147 ; 303)
= PGCD (147 ; 156)
= PGCD (147 ; 9)
=3PGCD (49 ; 3).
D’ott PGCD (147 ; 450) = 3.

@) siddivise beta—2b, d divise 2b + a—2b =0 ; donc
d divise a et b.

Réciproquement, si d divise a et b, d divise toute combinai-
son linéaire ; soit a — 2b. Donc @(a ; b) = %B(b ; a — 2b).

m 1. Si d divise a et b, d divise 3(2n +5) - 2(3n + 4) ;
donc d divise 7.

2.2n+5=0(mod 7) & 2n =2 (mod 7).

n= 0 1 2 3 4 5 6
2n = 0 2 4 6 1 3 5
Doncn=1(mod 7)et3n+4=0(mod7) < 3n=3
(mod 7) donc n = 1 (mod 7).

a et b sont divisibles par 7 si, et seulement si, 7 = 1 (mod 7).
Sin # 7k+ 1, alors PGCD (a ; b) = 1.

F) siAdivisen+1etn+3, Adivise (n+3)— (n+1)=2.
Donc le PGCD possible est 1 ou 2.

Si n est impair, PGCD (a ; b) =2 ;

et si n est pair, PGCD (a ; b) = 1.

Corrigé sur le site éleve.

@) =17 et y=17y’;PGCD(x’;y") = 1.
Donc 17%x’y’ =1 734, soit x’y’ = 6.

b b

X y X y

1 6 17 | 102
2 3 34 | 51

Corrigé sur le site éleve.

m 1. Tout diviseur de n et n*> — 1 divise :
nn)-m>-1)=1;
donc PGCD(n ; n>-1)=1.
2.a=n(n+1) et b=(n+ DH(n*-1).
Comme n et n%— 1 sont premiers entre eux, on a :
PGCD(a;b)=n+1.

1.(n— D -2)+4=n=3n+6.

2.a - (n-2)b=4; donc tout diviseur de a et b divise 4.
Ainsi PGCD (a ; b)) =PGCD (n -1 ; 4).

3. a) Les PGCD possibles sont 1, 2 ou 4.
b)Sin=4k,n-1=4k—-1et4k)—(4k—-1)=1 ; donc
PGCD(a ; b) =1.
Sin=4k+1,n-1=4ket PGCD(a ; b) =4.
Sin=4k+2,n-1=4k+1et PGCD(a ; b) = 1.
Sin=4k+3,n-1=2Q2k+1);

donc PGCD(n—1;n) =2PGCD 2k + 1 ; 2).

Or PGCD(2k+1;2)=1;donc PGCD(a ; b) =2.
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THEOREME DE BEZOUT
B a.12:65:7:7:5:02; 0.

@) 1.95-7a=63n+36-63n-35=1.
2, D’apres le théoreme de Bézout, PGCD(a ; b) = 1.

1.2+ 12 =n*+2n2+ L =n(n®+2n) + 1.

2.(n2+ D)2+ D) —n((n®*+2n)=1.

Donc, d’apres le théoreme de Bézout :
PGCD(n%+1;n*+2n)=1.

Corrigé sur le site éléve.

a—2nb=1.

Donc, a et b sont premiers entre eux.

VY 1.a=2x+y et b=5x+2y.
Donc x=b-2a et y=>5a-2b.

Si d divise a et b, alors d divise x et y.
Donc, tout diviseur de a et b est un diviseur de x et y.
De méme, tout diviseur de x et y divise a et b. Donc, si
PGCD(x;y)=1alors PGCD(a; b) = 1.
2.a=3a’;b=3b"et PGCD(a’;b’) = 1.
Donc 9Q2a’ + b*)(5a’ +2b’) = 1 620

2a’ + b’)(5a’ +2b*) = 180.
D’apreés 1. PGCD 2a’ + b’ ; 5@’ +2b’)=1,d’ou :
180=9%x20=32%x22x5.

La seule solutionest: a=6¢et b = 15.

1.a)5(14n+3)— 14(n+ 1) = 1.
Donc, d’apres le théoreme de Bézout, les entiers 14n + 3 et
5n + 1 sont premiers entre eux.
b)Sin=6:
PGCD(14x6+3;5x6+1)=1
PGCD(87:;31) =1

2. u =5 etv=-14 ont une solution particuliere.

87 =2x 16" ¢ 2 = 2%+ donc 3m —4n = 1.
D’apres le théoreme de Bézout, PGCD (m ; n) = 1.

Par hypothese, au + b?v = 1; soit au + b(bv) = 1;
donc a et b sont premiers entre eux.

Y#48 Siddivise a—b et b, d divise (a—b) +b = a ; donc
ddivise a et b ; d’ou d divise A le PGCD (a ; b).
De méme, si d divise a et b, d divise a et a — b. Donc
PGCD(a ; b) =PGCD(a - b ; b).

THEOREME DE GAUSS

a) 7 divise (x —2) ; donc x =7k + 2 et y = 5k.
b) 57x = 10y ; donc 10 divise x soit x = 10k et y = 57k.

1. Par hypotheése, au + bv =1 ; donc :
(au + bv)’ =1 < a(u’a® + 3abuv + 3ub’v?) + b3v3=1;
a et b? sont donc premiers entre eux.

2.a)a’+a=7b<ala+1)=7b".

a divise 7b* et a est premier avec b>.

Donc a divise 7 ; soita=1oua=7.
b)Sia=1,2=7b%;iln’y a pas de solution.
Sia=7,56=7b3b=8;b=2eta=".

€Y «= [ o[ 1 [2]3]a4]s
w= | o[ 1| 2]3]4]s

sn= | 0 | 5| a3 ] 2]1
w+sn=| 0 | 0| 0] o] oo

Donc n3 + 5n est divisible par 6.

Corrigé sur le site éléve.

m n=5(mod6);n=5(mod9);n=>5(mod 12).
Donc n — 5 est divisible par 6, 9, 12.

Donc n — 5 est un multiple de 36.
Soitn—-5=972etn=977.

€E) 1.x-3=0(mod5) etx—3=0(mod 11).
Or PGCD(5;11) =1, donc x — 3 = 0 (mod 55).
2. x=55%+3 (k€ 2).

3.a=55k+3 et b=55k+58.

Ces nombres sont premiers entre eux.

€1 1.50:-3)=4(y-3) & 5x -4y =3.
2. 4 divise 5(x — 3) et 4 est premier avec 5.
Donc 4 divise x— 3 ;soitx=4k+3ety=5k+3 (k € Z).

€ 1.5 divisex—3; donc x=5k+3ety=9% +5.
2.9x =2 (mod 5) & 9x— 5y =2 ;donc x = 5k + 3.

m x—=7=0(mod 15);x-7=0(mod 18) ;x—-7=0
(mod 25).

x — 7 est un multiple de 15, 18 et 25 ; le plus petit est 450.
Ainsi, le prochain départ simultané aura lieu dans
7 h 30 minutes, soit a 14 h 30 minutes.

n2+n+4=0(mod3) < n=1(mod3)
n’+n+4=0(mod5) < n=2(mod>5).
Donc 3p+ 1 =5¢g + 2, soit 3p — 5¢g = 1.
p =2etg=1 estune solution particuliere ;
donc 3(p —2) =5(g —1). 5 divise p — 2, soit :
p=5k+2 et g=3k+1.
Doncn=35k+2)+1=15%+7 (k€ N).

Corrigé sur le site éleve.

FRACTIONS IRREDUCTIBLES

€8 =00 ;b=Ab";PGCD@’ ;b)) = 1.

Donc ng—a:a— ; donc a est égale & la fraction
b AV bV b

irréductible % .
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m e(2n+3)-2(n+1)=1;donc2n + 3 etn + 1 sont
premiers entre eux.

. 2n+3 . .
La fraction est irréductible.

n+
*3(4n+3)-4Gn+2)=1.

La fraction dn+3
3n+2

est irréductible.

CID 1.2 2n+5) -2 +2)=1:donc 2n +5etn+2
sont premiers entre eux.

2(n+3)—(2n+5)=1;donc 2n + 5 et n + 2 sont premiers
entre eux.

b) (2n + 5) est premier avec (n + 2)(n + 3), donc (2n + 5) est
premier avec n* + 5n + 6.

2. Il en résulte que la fraction A est une fraction irréductible.

Corrigé sur le site éléve.

m (n+3)—(m-4)="7; donc, tout diviseur de (n + 3)
et (n —4) divise 7.

Les diviseurs de 7 sont 1 et 7.
n—-4=0(mod7)sin="7k+4.

n+3=7k+1),donc PGCD(n+3;n-4)=17.

Pour les autres valeurs de n, e PGCD (n+3 ;n-4)=1;
donc la fraction A est irréductible.

u
m l.a p—+...+a1£+a0:0
nqn

ap'+..+apg='+aq" =0
plap"™+..+aq"")=-aq"
PGCD(p ; ¢") = 1 donc p divise a,,.
De méme, —a p"=gqgla,_ p""'+... +a,q""'].
PGCD(p"; q) = 1 donc g divise a,.

2. a) p divise 1 et g divise 3.
Dong, les solutions possibles sont % et — %

g 1 .
On vérifie que 3 convient.

b) 1 vérifie I’équation :

3 3% - 19x% + 9x — 1 = 0.
3x3-19x2+9%x-1=Cx-Dx>-6x+ 1) ;
d’olt x> — 6x + 1 = 0 a pour solution :

xl=3—2x/§ et x2=3+2x/§.

Doncgz{% D 3-242 3+2«/§}-

RESOUDRE DES EQUATIONS
DANSNOU Z
€8 1.8:=5020-y).

5 premier avec 8 divise 8x ; donc :

x=5k et y=20-8k.
2, Soit x hommes et y femmes. On a 8x + 5y = 100 ; soit
8x=5(20 —y).
Donc x = 5k et y=20 -8k (k € N*),
Or20-8k>0,d’ouk < % etk>0;donck € {1;2}.
Dans le groupe, il y a 5 hommes et 12 femmes ou 10 hommes
et 4 femmes.

€3 1.a) 6y = 0 (mod 6) donc 7x = 3 (mod 6).
b) 7 = 1 (mod 6) donc x = 3 (mod 6).

€) 7x =3 (mod 6) et x, = 3 (mod 6) d’ou :

7(x —3) = 0 (mod 6).
d) 6 divise 7(x — 3) et 6 est premier avec 7 ; donc 6 divise
x-3etx=6k+3 (k€ 7).
2,Six=06k+3,7(6x+3)+ 6y=23;so0it 6y =-42x - 18 ;
doty=-7Tx-3 (k€ 2).

1.0na 57x =10y =0.

D’apres le théoréme de Gauss, 57 divise y.
Donc y =57k et x= 10k (k € 2).

2, Par hypothese, 57x, - 10y, = m.

Donc 57(x - x)) = 10(y - y)) (2).

Dans ce cas, y = 57k + y et x =10k + x,.
3.a)57x-10y=1 (3)

Comme 57 et 10 sont premiers entre eux, 1’équation (3) a
des solutions.

b) On pose a =57 et b = 10.

57=5%x10+7;7=a-5b;

10=1x7+3;3=6b-a.
T7=2%x3+1s0it3-5b=2(6b—-a)+ 1.
D’ot3a-17b=1.Donc x,=3ety, =17 estsolution de (3).
c) Ainsi x=10k+3 et y=57k+17.

Corrigé sur le site éleve.

€E) 1.a) o> - 262 =1 équivaut 2 a(a) — b(2b) = 1 ; donc,

d’apres le théoréeme de Bézout, PGCD(a ; b) = 1.

b) a?=2b2+ 1 ; donc a est impair car a? est impair.

a=2p+1, 4p>+4p+1-1=2b et b>=2p(p +1).

b? est pair donc b est pair.

2.A?-2B?*=9a?+ 24ab + 16b* — 8a> — 24ab — 18b*
=(@*-2b»)=1.

Donc (A ; B) est un couple solution.

3. (577 ; 408) est un couple solution.

€01 1.x2- 3y — 4 = 0 implique x?> = 1 (mod 3) ; soit
x=3k+1loux=3k+2;

six=3k+1;y=3k*+2k-1;

six=2k+2,y=3k?+4k.

On vérifie que ces solutions conviennent.

2, Six?-3y-5=0, alors x> = 2 (mod 3) ce qui est
impossible.

XD 1. INFINT se code XYMXYX.

2.a) 21 X5 xx =5z (mod 26) < 105x = 5z (mod 26) ;
soit x = 5z (mod 26).

b) x = 5(y — 11) (mod 26) ; x = 5y + 23 (mod 26) ; d’ou
y—x=5y+23.

¢) LDXUXR se décode AMITIE.

m 1. E correspond a 4 ; donc 4 = 4a + b (mod 26).
J associé a 9 est codé N associé a 13 ; donc :

13 =9a + b (mod 26).
9a+b=13 (mod26)

2.a)
4a+b=4 (mod26)

5 X 5a =45 (mod 26), soit —a = 19 (mod 26) donc a = 7
(mod 26).

} = 5a=9 (mod26)
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b) b = 4 — 4a (mod 26), soit b = —24 (mod 26) donc b =2
(mod 26).
D’ou f(x) = 7x + 2.
3.a) 7(15y + 22) + 2 = 105y + 156 ; soit :

105y + 156 = y (mod 26).
Donc, la fonction de décodage est y +— x = 15y + 22.
b) Le message décodé est :

BONJOUR A TOUS.

Corrigé sur le site éleve.

D 1.2 +y2=4625 x < y).
On pose x =Ax" et y=Ay’ avec PGCD(x’;y")=1.
Donc A*(x2+y’?) =4625 et 440=Ax"y’".
A? divise 4 625 =37 x 5%, donc A? divise 5%, soit A=1 ou 5.
2,°SiA=1,x2+y?=4625et x’y’ = 440.
Soit x 2+ y2+2x’y’ = (x" + y’)? =5 505.
5 505 n’est pas un carré d’un entier.
*SiA=5,x?+y?=185et x’y’ = 88 soit (x" + y’)* = 361
etx’+y =19.
(x’—y)*=185-176=9
soity’—x’ =3

y +x =19
doncy =1letx’ =8.
Dongc, le seul point M a pour coordonnées (40 ; 55).

m ¥, = 9x, + 4x, (mod 26)

¥, =5x, + 7x, (mod 26)
1. a) et b) IMAGES se code QVYQEQ et des lettres
différentes donnent des codes identiques.
On constate la méme chose avec les autres codages.
2 Y1=9x14+4x,(X7) puis (X-5)

-a) {y2= 5x 1+ 7xy(X —4) puis (x9)
{7}11— 4y,=43x; (mod26)

alors

-5y,+9y,=43x, (mod26)
b) 43p + 26 =1 et PGCD (43 ;26) = 1 ; donc p et g existent.
ca=43 et b=26;
43=1%x26+17,donc 17=a-b;
26=1x17+9,s0it9=2b—a;
17=1x9+8,s0it8=2a—-3b;
9=8+1,s0it1=5b-3a;
p=-3 ou p=23.
d) Soit 43 x 23x, =23 x Ty, -4 X 23y, ;
D’ot x, = 5y, — 14y, = 5y, + 12y, (mod 26).
De méme x, = 15y, + 25y, (mod 26).
e) On décode BHZHVKK en :

LIBERTE

Prendre toutes les initiatives

EEEEE N

On trace la droite d d’équation 4x + 3y = 1 et le cercle 6 de
centre O et de rayon 9.
Résolvons I’équation 4x + 3y = 1.
Soit4(1-x)=3(1+y)d’ouy=4k-letx=1-3k(k € Z).
De plus, (1 —3k)> + (x + 4k)*> < 81.
C’est-a-dire : 25k> - 14k-79 < 0.
Douke {-1;0;1;2}.
Dongc, les points de d ont pour coordonnées :
(4:5:5-D35(=2:3);5:7D.
A=4a+7b a=9A-7B
{B= 5a+9b ‘:'{bz 4B-5A
Tout diviseur de a et b divise toute combinaison linéaire,
donc A et B. De méme, tout diviseur de A et B divise a et
b.D’ou :
PGCD(a ; b)) =PGCD(A ; B) =7

(108 B

d, y d,
! 12 5 dy
e %
3.7 il
/// B
7 7 pa
A
7
z

2, d, est la droite d’intersection d’équation :
3x + 4y =29.
Le couple (7 ; 2) est solution de 1’équation ; donc :
3x-T7)=4Q2 -y).
Doncx=4k+7ety=2-3k.
“y=0,2-3k=0 (k$%)

ex=0,4k+720 (k;—%)
Douk € {-1;0}.
Les points dont les coordonnées sont a la fois entieres et

positives sont :
A(7;2)etB(3;)5).
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I-e jour du BAC (page 70)

Corrigé sur le site éleve.

m A. * Si a est premier avec b alors il existe des entiers
relatifs u et v tels que : au + bv = 1.
Donc (ac)u + (bc)v = c.
a divise bc et ac donc a divise c.
°*a=pk et a=qgk’, donc pk = gk’.
p divise gk’ et PGCD (p ; g) = 1 ; donc p divise k’, soit
k’=Ap eta = pgh.
Donc pq divise a et a = 0 (mod pq).
B.1.a) 17u+5v=1(1);
17 et 5 sont premiers entre eux ; il existe donc au moins un
couple (u ; v) vérifiant (1).
b) 17ux3=3-3x5v et 9x5v=9-9x 17u.
Doncn,=3+6x5v=9-6Xx17u.
Soitn =3 (modS)etu,=9 (mod 17);d’oun € .
) 17x-2+5x7=1,donc (u;v)=(=2;7) vérifie (1) ;
dotin =17x-6+9x35=315-102=213.
n  est solution de .
2.a)n—-n,=0(mod 17) et n—n,= 0 (mod 5).
Or 17 et 5 sont premiers entre eux ; donc n —n, = 0
(mod 85).
b) n =213 + 85k ; or 213 = 43 (mod 85) donc n =43 + 85k
(k€ 2).
Réciproquement, si n = 43 + 85k alors :
n=9(mod 17) et n =3 (mod 5).
3. Si n est le nombre de jetons, on a :
300=sn=<400;n=9 (mod 17) et n = 3 (mod 5).
300 < 43 + 85k < 400.
257 = 85k = 357.
Seul k=4 convient. Donc, Zoé a donc 43 + 340 =383 jetons.

m 1.a , =a +2donc (a) est une suite arithmétique
de premier terme.
a, =3, de raison 2 ; donc :

a=3+n-1)2=2n+1.

2. a) Démontrons que, pour tout n € N* :

n—-1
bn = 2 + Zai .
i=1
Pourn =1, b, =2 donc vrai.
n—1
Sib =2+ Y a;,alors:
i=1 n-1

b, =b+a=2+ Ya;+a,.

n+1
n i=1
Soith, =2+ Z},a[.
i

Donc, pour tout n = 1, la proposition est vraie.
b) Il en résulte que :

b=2+""1

B+2n-1]1=2+n%-1,
d’ou b =n?+1.

3.a)Siddivise n?+ let2n+ 1, d divise :
22+ 1) -nn+1)=2-n;

donc d divise 2 —n et 2n + 1 ; soit d divise :
Cu+1)+2Q2-n)=5.

Donc d divise 5.

b) a, = 0 (mod 5), si et seulement si, 2n = 4 (mod 5).

n= 0 1 2 3 4
2n=| 0 2 4 1 3
Donc n =2 (mod 5).

De méme, sin =2 (mod 5), n? =4 (mod 5) etbh =0
(mod 5).

Donc PGCD(a, ;b)) =5.

¢) Dans les autres cas, PGCD (a,;b)=1.

€EP) 1.a)Siu=2ct v=3,0na: 11x2-7x3=1.
Donc, le couple (2 ; 3) est solution de I’équation :
1lx-T7y=1.
b) Du a) on déduit que :
11 x10-7x15=5.
Donc (10 ; 15) est une solution particuliere de (E).
Donc 11(x - 10) =7(y — 15).
7 divise (x — 10) car 7 divise 11(x — 10) et 7 est premier
avec 11 ; soit :
x=Tk+10 et y=11k+ 15 (k € 2).
) x et y appartiennent a ’intervalle [0 ; 50] si, et seulement
s,ke {-1;0;1;2;3}.
Les points de d qui conviennent ont donc pour coordonnées :
(3;4);(0;15);(17;26); (24 ;37)et (31 ;48).
2.a) 11x2 = x2 (mod 5) ; soit 7y? = 2y? (mod 5) ;
donc x2-2y? =0 (mod 53).
b) Tableau des restes modulos :

n= 0 1 2 3 4
n’= 0 1
2n*=| 0 2 3 3 2
Ainsi, les restes :
—de la division de x? par 5 peuvent &tre : 0; 1 ;4 ;
—de la division de 2y? par 5 peuvent étre : 0 ;2 ; 3.

) Si (x ; y) est solution de (F) alors x et y sont congrus 0
modulo 5. Ils sont donc des multiples de 5.
3.Six =0 (mod 5) ety =0 (mod 5), x =5k et y =5k,
donc :

25 % 11k?-25%x Tk =5
S[M1k*-7k71=1
Ce qui n’est pas possible car 5 ne divise pas 1.
Il en résulte que 1’équation (E) n’a pas de solutions.

€ 1.4 =5x14-6=064
u,=5x64-6=320-6=314.
u,=5x314-6=1570-6=1564.
u,=5x1564-6=7820-6="73814.

I semble que, si n est pair, les deux derniers chiffres de u,

sont 14 et si n est impair, les deux derniers chiffres de u

sont 64.
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2.a)u,,=5u_ -6=55u—6)-6
u, ,=25u —36.
Doncu , =u (mod4) (1)

b) D’apres (1), u,, = u, (mod 4).

Donc u,, = 2 (mod 4) et u = u, (mod 4)

soitu,, , = 0 (mod 4).

3.a) Pour n =0, 2u, =25+ 3 =28.

Comme u, = 14, la proposition est vraie pour n = 0.

Si 2u, = 5***+ 3, alors :
2u  =2(05u,—-6)=10u —12=5(5""2+3)-12
2u,  =5"7+3.

La proposition est vraie pour n + 1. Elle est donc vraie pour

tout n de N.

2k+1

b) Pour n =0, 2u, =25 + 3 = 28.
Sin=1,5"2= 25 (mod 100) ;
donc, pour tout n de N, 2u, = 28 (mod 100) ;

4. Donc 2u = 100k + 28 et u = 50k + 14.

*Sik=2p,u = 100p + 14, donc u, = 14 (mod 100) ; les
deux derniers chiffres sont 1 et 4 ;

*Sik=2p+1, u = 100p + 64, donc u = 64 (mod 100) ;
les deux derniers chiffres sont 6 et 4.

5. Tout diviseur de deux entiers consécutifs divise la
différence, donc divise 50.

Or, aucun diviseur de 50 ne divise deux entiers consécutifs.
Donc ils sont premiers entre eux.

Pou.r a"er pll.lS IOin (page 72)

m 1.Sin=3,x2=4(mod 5) ; donc, la proposition est
fausse.

Six?=1(mod 5), on peut avoir x=6 oux=9 ; donc x n’est
pas nécessairement impair.

2.Si8a - 13b =6, alors PGCD(a ; b) = 6.

La proposition est fausse : en prenanta =4 etb=2,0n a
8a—-13b=16et PGCD(a ; b) = 2.

Réciproquement, si PGCD (a ; b) = 6, alors 8a — 13b = 6.
La proposition est vraie. On peut trouver a’ et b’ tels que :
8a’—13b’ = 1.

3.Sia=7¢etb=4alors a = b (mod 3) ; mais comme
a® n’est pas congru b2 modulo 9, la proposition est fausse,
ainsi que la réciproque (a2=49 ; b>=4).
4,Sia=2ethb=23,6divise ab ; mais comme 6 ne divise
pas a ou b, la proposition est fausse.

5. Si a est premier avec bc, alors il est premier avec b.
La proposition est vraie car au + bcv=1;donc au + b(cv)=1.
Ainsi, a est premier avec b.
La réciproque est fausse ; car, par exemple, a =3, b =35 et
c=0.

PGCD(a; b)=1 et PGCD(a ; bc) =3.
6. La proposition est fausse % et % sont irréductibles mais
6 ne I’est pas.
15

La réciproque est vraie.

EEB 31+ 12im = 723 soit 31j = 3[241 — 4m].

3 divise 31j et 3 est premier avec 31 ; donc 3 divise j;ona:
Jj=3k et 4m=241-31k.

241 - 31k = 0 (mod 4) soit 3k = 1 (mod 4).

Il en résulte que £ = 3 (mod 4).

k=4p+3;deplusl <k=<7,donck=3ouk=7.

*Sik=3:4m=241-93=148.

Donc m =37 > 12, ne convient pas.

eSik=7,j=21cet4m =241 -217 =24. Donc m = 6.

1l s’agit donc du 21 juin.

m 1. Tout diviseur d commun a x et y divise toute
combinaison linéaire du type ow + By ; donc d divise A et B.
2.a)x=3A-B et y=B-2A.
b) Tout diviseur de A et B divise toute combinaison linéaire
de ces nombres ; donc x et y.
3.Sidestle PGCD de x et y et A celui de A et B, alors :

d<Aet A<J;doncd=A.
4.0=2"+3"et b=2x2"+3x2"
Sionposex=2"ety=3"ona:

a=x+y et b=2x+3y.

Il en résulte que PGCD (a ; b) = PGCD (2" ;3") = 1.

1)

p

(n-1)! _ n!
(p-DIn-D!  (p=Dl(n-p)!

n(n—l)_ nlp (n

P17 pn-pr Plp
n n-1

Donc p(p) :n(p_lj.

2. n et p sont premiers entre eux et n divise p(n) donc

n divise (n)
p

3 2
m 1.3a +4L+2—4:O,soit:
b3 b2 b

3a’ +4a* + 2ab*-4b*=0
a(Ba*+ dab + 2b?) = 4b>.
a étant premier avec b3, alors a divise 4 ;
et b(4b*—2ab —4a?) =3a’.
b étant premier avec a, b divise 3.
2.ae{-2;-1;1;2;-4;4}etbe {-3;3}.

Donc % peut prendre les valeurs :

2.1 1. 2 4 4
373°

3°37 3° 3
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‘o 2 .
On vérifie que x = 3 est solution ; on a:

§+E+i—4=4—4=0.
9 9 3
3x3+4x2+ 2x—4=0CBx-2)(x*+2x+2) et x>+ 2x+2=0

n’a pas de solution réelle.
2 . .
Donc x = 3 est I'unique solution.

On peut également établir le tableau de variation de f,
définie sur R, par :
S =3x+4x>+2x—4

© 2 + o0
* 3
f +
f _00/9/'

Ainsi, le théoréeme des valeurs intermédiaires g est la seule
solution.

EQUATIONS DIOPHANTIENNES
m 1 7x—4y:1

TTx3-4x5=1
x=4k+3 et y=Tk+5.

avec0sx<4 et 0<sy=<>.

Ainsi, le point de coordonnées (3 ; 5) est le seul point du

réseau R4 ; 7).

2.a)

} soit 7(x —3)=4(y—5). Donc :

Qb-——————————

0]

M(x ; y) € [OA] si, et seulement si :

Osx<a;0sy<b
et bx —ay =0 qui est I’équation de la droite (OA).
b) bx = ay.
*PGCD(a ; b) = 1, a divise bx ; donc a divise x :

x =aketb=Dbk.

Donc O(0 ; 0) et A(a ; b) sont les seuls points du réseaux
appartenant a [OA].
*PGCD(a ;b)=A,donca=Aa’etb =Ab’.
PGCD(a’;b’)=1,donc b’x=a’y, soitx = ga’ etb = gb’.
1l existe donc g points appartenant au réseau.
c) PGCD (364 ; 308) = PGCD (13 x 28 ; 11 x 28) = 28.
Donc 0 = x <308 et 0 <y =< 364.
Ona lly =13k, soitx=1lk ety = 13k.
Il existe donc 28 points appartenant au réseau.

EFX) 1. Soit (B) : 6x+ 7y =57.
6(=57) + 7(57) = 57 soit 6(x + 57) = 7(57 - y).
Dot x = 7k - 57 ety = 57 — 6k (k € Z).

2, P:6x+7y+8z=57.

Un point appartient a (O ;?;7) siz=0;dou:
x=Tk—-57 et y=57—6k.
x=0ety=0 soitk=9etk=<09.
Donc k =9 et le point a pour coordonnées (6 ; 3).
3.a)2(3x+4z2) + 7y =57.
57 est impair et 2(3x + 4z) est pair ; donc y est impair.
b) y=2p+1,donc 6x+ 14p + 7 + 8z =57.
6x +8z+ 14p—-50=0
3x+4z+7p-25=0
donc z+ p =1 (mod 3).
¢)Onposep +z=3¢g+1
3x+4Q3g+1-p)+7p-25=0
3x+12g+4+3p-25=0
3x+3p+12¢g-21=0
Doux+p+4qg=7.
p=0,x=0,g=0,doncd4g <7;soitg=0;0uqg=1.
d)eSig=0:x=7-p,z=1-pety=1+2p.
Soient les points de coordonnées :
(7:151) (6;350).
eSig=1:x=3-p,y=1+2petz=4—p.
Les points de %, dont les coordonnées sont des entiers
naturels, sont :
(3:1:4):(2:3:3);(1:5:2);(0;75 D).

N =5 (mod 13) N=17x+1
(121] 1.a)(S){ - @(51){
N =1 (mod 17) N=13y+5

) (S) N=17x+1
Ve 17x-13y=4

b) 17x-13y=4 et 17(-12) — 13(~16) =4 ; donc :
17(x + 12) = 13(y + 16)
Il en résulte que :
x=13k-12 et y=17k- 16,k € N.
2.a) Soit N =221k -203.
Or -203 = 18 (mod 221), d’ou N =221k + 18.
b) N = 18 (mod 221) &N =221k + 18 ; donc :
N =5 (mod 13) et N= 1 (mod 17).

@ 1. On note x et y respectivement le nombre
d’étudiants et le nombre d’enfants. Il y a donc 28 — (x + y)
adultes ; soit :

2628 —x—y) + 17x + 13y = 613.
En développant, on obtient :

(E) 9x+13y=115.
2.a) 9x + 13y =1 a pour solution particuliere :
x=3 et y=-2.
b) Donc x = 345 et y =—230 est une solution particuliere
de (E).
Donc 9(x — 345) + 13(y + 230) =0,
soit  9(345 —x) = 13(y + 230).
Il en résulte que :
x=345-13k et y =9k —230.

c)x =0 et y= 0, donc seul k =26 convient.
Il y a donc 7 étudiants, 4 enfants et 17 adultes.

@ On suppose que x fléchettes sont dans le 12 et y
dans le 5. On a donc :

12x + 5y =200
équivalent a 12x = 5(40 — y).
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5 divise 12x et 5 premier avec 12, donc 5 divise x :
x=5k et y=40-12k (k € N).
y=0donckeE {0;1;2;3}.
Ainsi les couples (x ; y) possibles sont :
(0:;40);(5:28);(10;16) ; (15 4).

(124 A8

[TC
l(—+0) .
2. z,=¢'2 /=e2=1i,
5T .(n Snn) Sn
—+—] i
e 6

i(ﬂ 5n1t) L ;
siz,=e\2 6/ alors z,,;=z,6 6 =e\2 6

) i(£+5(n+l)rt)
Soit Z,4] =€ \2 6
Donc, pour tout n de N :

o =3
3.M=M & el(%snTn) = ei(gﬁ%n) = g2kn
soit SnTTt = San =2km

d’ou 5(n—p)=12ket 5(n—p) =0 (mod 12)
d’otin—p =0 (mod 12),

car 12 premier avec 5 divise (n — p).

4.a) 12x-5y=3,12x4-5%x9=3,
d’ou 12(x-4)=5(-9)
donc x=5k+4 et y=12k+9.

LI LL
2" 6
soit 3+ 5n = 12k o 12k—5n=3.

D’apres 4.a) :n=12k+9 (k € N).

EFB 1. AMICAL se code KYUIHW.

Vi=5x+3x,(X7) (x=2)
2.a) { ou

Yo=Tx +2x,(X-5) (x 3)
Il vient :

x,=7y, -5y, et 1lx, =3y,-2y,
b) 11u +26v =1, soit 11(-7) + 26(3) = 1.
Dot 11(u+7) =263 -v).
Il en résulte que :
u=26k-7 et v=3-1lk.
¢) Donc u = -7 (mod 26).
Or 11x, =-2y + 3y, donc:
1H(=7)x, =14y, -21y,.

Donc, la congruence modulo 26 est :

x, =14y +5y..
d) 11(=7)x,=-49y + 35y, d’ou:
x,=3y,+9y,.
3. DCAMSZXG se décode en :
A BIENTOT.
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b) M appartient a la demi-droite [Ox) si, et seulement si :
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